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КОЛЛЕКТИВНАЯ ДИФФУЗИЯ В ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЕ:  
ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ДИФФУЗИИ  
НА ОСНОВЕ КОНЦЕНТРАЦИОННЫХ ПОТОКОВ 
Рассматривается определение коэффициента диффузии по предварительно рассчитанному 
концентрационному потоку. В результате коэффициент диффузии представлен локально-
равновесной и существенно неравновесной составляющими. Показано, что при учете энергии 
взаимодействия не только в узлах, но и в точках перевала локально-равновесная часть выража-
ется через специфические равновесные младшие коррелятивные функции, эффективным обра-
зом учитывающие взаимодействия в седловой точке. 
The diffusion coefficient is deduced through the previously calculated concentration flux. As a re-
sult the diffusion coefficient is represented as a sum of local equilibrium and essentially non-
equilibrium parts. If interparticle interaction energies on lattice sites as well as on saddle points are tak-
en into accounts the local equilibrium part of the diffusion coefficient is given in terms of specific few 
particle correlation functions that account for the saddle point interactions. 
Введение. При определении коэффициента 
диффузии широко используется теория линей-
ной реакции, когда выражение для концентра-
ционного потока получается усреднением мик-
роскопических величин с последующим его 
представлением в форме закона Фика и путем 
выделения составляющей, пропорциональной 
градиенту концентрации. Коэффициент про-
порциональности между потоком и градиентом 
концентрации определяется в качестве химиче-
ского коэффициента диффузии [1, 2]. 
Иной способ использован в работах [3–5], в 
которых предложено определение коэффици-
ента диффузии на основе прямого вычисления 
концентрационных потоков, позволяющее в 
принципе учесть все эффекты памяти и корре-
ляции. При этом рассматриваемый коэффици-
ент находится из выражения 
 
( ) ( )
JD
c r c r a
= − − , (1) 
в знаменателе которого содержится разностный 
аналог градиента (а – параметр решетки), с – 
концентрация числа частиц в узлах r и r–a, а J – 
поток числа частиц через границу ячеек i и j, 
определенный выражением [4, 5]  
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Вычисление потоков числа частиц. Час-
тоты прыжков частиц в положительном и отри-
цательном направлениях определяются усред-
нением интенсивности термализованных пере-
скоков частицы из избранного узла в соседний, 
выражение для которой, как правило, выбира-
ется по Эйрингу [6]: 
 { }0 exp ,ij iW P= βε  (3) 
где P0 – частота безбарьерных перескоков час-
тиц по узлам решетки, а величина εi, играющая 
роль энергетического барьера, зависит от «ди-
намического» состояния системы в узлах, окру-
жающих избранный, т. е. от чисел заполнения 
соседних узлов. В приближении, когда учитыва-
ется взаимодействие лишь ближайших соседей: 
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Суммирование в (4) осуществляется по z 
ближайшим соседям, окружающим избранный 
узел i, I – энергия взаимодействия частиц, рас-
положенных на ближайших узлах решетки. 
Разлагая правую часть выражения (3) в ряд 
по степеням чисел заполнения, представим точ-
ное выражение для химического коэффициента 
диффузии D соответствующей комбинацией 
частичных функций распределения. В этом 
точном выражении все эффекты корреляций и 
памяти могут быть учтены через неравновес-
ные функции распределения. 
Неравновесная функция распределения для 
всей системы и соответствующие частичные 
функции распределения представляются в форме 
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 { }( ) { }( ) { }( )leq,  ,  ,  ,N i N i N if n t f n t f n t= + ?  (5) 
где fNleq – локально-равновесная и Nf?  – сущест-
венно неравновесная составляющие функции 
распределения. Эти функции выражаются через 
матрицы памяти и другие корреляторы [1, 2]. 
Таким образом, исходное точное выраже-
ние (1) для коэффициента диффузии в соответ-
ствии с представлением (5) принимает вид 
 leq ,D D D= + ?  (6) 
где leqD  может быть представлено суперпози-
цией частичных локально-равновесных функ-
ций, а D?  – аналогичной суперпозицией суще-
ственно неравновесных составляющих функ-
ций распределения. 
Локально-равновесная функция распреде-
ления представляется известным выражением 
 { }( )leq ,  N if n t =   
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где ( )i tμ  – неравновесные значения узельных 
химических потенциалов при изотермических ус-
ловиях ( const).β =  Поэтому локально-равновес-
ную часть коэффициента диффузии можно пред-
ставить в свернутой форме, не прибегая к разло-
жению в ряд по степеням в выражении (3), что 
было сделано ранее [2] для случая, когда взаимо-
действие в узловых точках не учитывалось. 
Покажем, что соответствующая возможность 
сохраняется, если при определении частоты пе-
рескоков учитывать межчастичные взаимодей-
ствия в седловых точках и записать выражение 
для энергетического барьера как 
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Тогда в соответствии с формулами (3)–(8) 
для динамического потока числа частиц из узла i 
в узел j можно записать 
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где ,    i i I
∗Δμ = μ −μ  – энергия взаимодействия 
частицы, находящейся в седловой точке, с со-
седними, окружающими узел i j. 
Выполнив в выражении (9) суммирование 
по всем числам заполнения, придем к величине 
усредненного потока: 
 0 2exp( ) (1 ,0 ),ij i i jJ P F
∗= Δμ  (10) 
где 2 (1 ,  0 )i jF
∗  – вероятность того, что узел i 
занят частицей, а j – свободен, причем узел i 
является дефектным в том смысле, что энергия 
взаимодействия частицы в этом узле с бли-
жайшими соседними к ней определяется пара-
метром I ∗, тогда как во всех других случаях эта 
величина равна I. 
С учетом соотношения (10) в линейном по 
разности химических потенциалов приближе-
нии суммарный поток из узла i в узел j записы-
вается в виде 
 *0 2( ) (1 , 0 ).
S
ij i j i jJ P F= μ −μ  (11) 
Уравнением (11) определяется вклад локаль-
но-равновесного распределения в коэффициент 
диффузии. Составляющая же, учитывающая до-
полнительные эффекты памяти к корреляции, не 
может быть представлена в свернутой форме и 
должна находиться после предварительного оп-
ределения необходимых для этого неравновес-
ных составляющих функций распределения. 
Представление локально-равновесной со-
тавляющей коэффициента диффузии. Отме-
тим, что локально-равновесная составляющая 
коэффициента диффузии может быть выражена 
через бинарную функцию распределения так 
же и в том случае, когда учитывается взаимо-
действие частицы, находящейся в седловой 
точке, с частицами, окружающими не только 
узел i, но и соседний узел j. В этом случае час-
тота термализованных перескоков из занятого 
узла в вакантный записывается в форме 
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причем узлы * *, , ,i i j j  расположены вдоль 
направления перескока из узла i в узел j. 
С учетом представления локально-равно-
весной функции в форме (7) получим 
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Тогда суммарный динамический поток из 
узла i в узел j запишется в форме 
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Выполнив в выражении (14) суммирования 
по всем возможным значениям чисел заполне-
ния всех узлов решетки, за исключением выде-
ленных двух, и учитывая определение бинар-
ной функции распределения, получим 
*
0 2( ) (1 , 1 )exp[ ( )],
S
ij i jI P F i j I
∗= μ −μ β −μ  (15) 
где *2 (1 , 1 )F i j  – бинарная функция распределе-
ния в равновесной системе, содержащей оди-
ночное возмущение межчастичного взаимодей-
ствия в соседних i и j узлах. 
Отметим, что как в (11), так и в (15) подра-
зумеваются суммарные потоки, обусловленные 
лишь локально-равновесным распределением. 
Для учета оставшихся эффектов памяти необ-
ходимо определить неравновесные составляю-
щие функций распределения. 
В работах [4, 5] подчеркивается, что при 
представлении (3) в форме ряда по степеням 
чисел заполнения нарушается известное соот-
ношение [7, 8] для коэффициента диффузии: 
 1 eq ,ijD w
−= χ < >  (16) 
где χ – термодинамический фактор; eqijw< >  – 
равновесно усредненная частота перескоков (3). 
Покажем, какие требования в общем слу-
чае должны выполняться, чтобы это соотно-
шение сохранялось. Для этого представим (3) 
в форме  
 { }(1 , 0 / ...)exp ,ij ij iw A i j= βε  (17) 
где (1 , 0 / ...)ijA i j  – подлежащая определению 
функция динамического состояния системы 
при условии, что узел i занят частицей, сосед-
ний узел j свободен, а состояния остальных уз-
лов фиксированы соответствующим набором 
чисел заполнения. Тогда соотношение (13), 
описывающее переход из узла i в узел j, запи-
шется как 
 leq (...1 , 0 ...) (1 , 0 / ...)ij N ijw f i j A i j= ×  
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Соотношение (18) соответствует эволюции 
вблизи равновесия, так что leq,  i i Nfδμ = μ −μ  – 
равновесная функция распределения. 
Условия детального баланса в состоянии 
равновесия записываются в виде 
 leq leq(...1 , 0 ...) (...1 , 0 ...),ij jiw f i j w f j i=  (19) 
что с учетом (18) приводит к требованию 
 (1 , 0 / ...) (1 , 0 / ...)ij jiA i j A j i= . (20) 
Равенство (20) носит функциональный ха-
рактер и должно выполняться при любом, но 
одинаковом заполнении узлов решетки, кроме 
выделенных i и j. 
Заключение. Соотношение (18) позволяет в 
общем виде представить суммарный поток че-
рез границу узлов i и j в виде 
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В силу (20) многочастичные корреляторы в 
(21) исчезают и соотношение (16) не видоизме-
няется, но изменяется средняя интенсивность 
перескоков частиц: 
{ }
leq
eq (1 ,  0 / ...) (...0 ,  0 ...).ij ij N i j
n
w e A i j fβμ< > = ∑  (22) 
Сказанное относится лишь к локально-равно-
весной части коэффициента диффузии (6). 
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